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概率笔记8——方差、均方差和协方差

　　除了数学期望外，方差、均方差、协方差也是重要的数字特征。

方差
　　方差的代数意义很简单，两个数的方差就是两个数差值的平方，作为衡

量实际问题的数字特征，方差有代表了问题的波动性。

方差的意义

　　甲、乙二人是射击队最优秀的两名选手，教练组用每一枪的得分作为成

绩，根据历史数据计算出二人的平均成绩，也就是数学期望，结果是二人的

实力相当，平均成绩都是9.5。比赛的日子快要到了，但是本次比赛只有一

个名额，派谁出战呢？

　　一个简单的方法是让二人比赛一次，谁赢了选谁。但是二者实力相当，

一场比赛无法评判孰强孰弱，这样做充满了随机性，丧失了考量的综合性，

因此教练组不考虑这种方法。

　　本次比赛夺金的政治意义重大，需要慎重考虑，稳定性成了教练组判断

的另一指标。成绩稳定性是通过另一个数字特征判断的，这个特数字特征就

是方差。

　　下表示甲、乙二人在一次比赛中的成绩：

　　甲是发挥型选手，成绩波动较大，可以打出“超级环”，也会打出大失

水准的“低级环”；相反，乙的发挥比较稳定，总是与平均成绩接近。

　　二者的平均成绩是已经提前计算出来的9.5，这个成绩已经与随机性无

关，我们在这里也不去追究9.5是怎么算出来的，只需要借助这个数字特征

给出一个供教练组参考指标，该指标描述了谁的波动大，谁更稳定。

　　每一次射击的成绩均会产生波动，用每一次射击的得分减去平均成绩表

示本次波动，得到了下面的数据：

　　把每次波动累加起来就是整体的波动。由于有正有负，如果直接相加的

话会正负抵消，最后二人的波动都是-0.1，得出二人同样稳定的结论，这显

然是荒谬的。解决这个问题的一个方法是每次波动都取绝对值，另一个方法

是取波动的平方，平方不用考虑符号的问题，因此比绝对值更简单。现在用

(X-E(X))2表示波动，得到了下面的数据：
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　　现在可以计算出二人的总体波动了：

　　可以看出，乙的波动远远小于甲的波动，说明乙的稳定性更高。

　　至于具体选择谁出赛，从不同的方面考虑会得出不同的答案，我们的在

这里仅仅是将方差作为一个指标给教练组参考。数学本身描述了问题的客观

规律，但如何利用客观规律评判是人的事情。

方差与数学期望的关系

　　在计算方差时，数学期望是必须的，用D(X)表示某个随机变量的方

差：

　　我们注意到E(X)已经是一个具体的数字，是加权平均值，已经事先通过

计算去掉了随机性（比如选手的平均成绩，这是一个稳定的概念，不会因为

输掉某场比赛就认为这名选手不行了）；X是某个特定的随机变量，也是一

个具体的数值，D(X)仅仅是将x=X放置在了一个函数里，最终也可以对得出

定值。根据数学期望的特征，常数的数学期望仍是常数，因此：

　　因此我们说，某一个随机变量的方差就是该随机变量函数的数学期望。

我们可以利用数学期望的性质继续向下计算：

　　所以说某一个变量的方差等于平方的期望减去期望的平方：

　　虽然D(X)代表某个特定随机变量的方差，E(D(X)) = D(X)，但E(X2)

≠X2，E(X2)表示的是随机变量函数g(X)=( X2)的数学期望。

　　我们可以借助数学期望的计算公式计算随机变量的整体方差（参考上一

章内容）：
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均方差（标准差）
　　由于方差是数据的平方，与检测值本身相差太大，人们难以直观地衡

量，所以常用均方差代替方差判断数据的波动。

　　所有样本的方差之和除以样本的个数，再把所得值开根号，所得之数就

是这组数据的均方差，也叫标准差，常见的离散型公式：

　　其中r就是随机变量的数学期望，也就是加权平均值，N是样本空间中

的一部分数据。

协方差
　　当舞台转向了多维随机变量时，方差就变成了协方差，这里的“协”是

指几个变量的协同相关性。

　　如果(X, Y)是二维随机变量，且D(X)>0, D(Y)>0，则X,Y的协方差的定

义是：

　　和方差类似，E(X)E(Y)是确定的数学期望，对于某一组确定的变量x=X,

y=Y来说，X和Y也是定值，因此协方差可进一步转换为：

　　由于E(X)E(Y)是定值，因此可以根据数学期望的性质进一步计算：

　　从直观上来看，协方差表示的是两个变量总体误差的期望。

　　如果两个变量的变化趋势一致，也就是说如果两个变量都大于自身的期

望值，那么两个变量之间的协方差就是正值；如果两个变量的变化趋势相

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵
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--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9555710.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7832356.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/11869737.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html


2022/3/11 17:36 概率笔记8——方差、均方差和协方差 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/11097322.html 4/5

反，即其中一个变量大于自身的期望值，另外一个却小于自身的期望值，那

么两个变量之间的协方差就是负值。

　　当两个变量完全一致时，协方差就变成了方差：

　　这相当于同一个变量的协方差等于方差，自己与自己一定同步，无所谓

协同。

　　协方差的性质：

协方差矩阵
协方差只能处理二维问题，对于三维以上数据，就需要计算多个协方差，然

后用矩阵将其组织起来，这就是协方差矩阵。

以三维随机变量(X,Y,Z)为例，其协方差矩阵用∑表示：

 

需要注意的是，协方差矩阵计算的是不同维度之间的协方差，而不是不同样

本之间的。

简单来说，协方差矩阵就是两两计算各维度之间的协方差，看看每两个维度

之间的相关情况。如果各个变量之间相互独立，那么两个不同维度变量的协

方差是0，协方差矩阵就是一个对角矩阵，并且对角线上的每个元素都是该

维度的方差：
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